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Chapitre 3. Primitivation

3.1. Définition

Soit f une fonction définie dans un intervalle ouvert I.
On appelle fonction primitive de lafonction f, de maniere abrégée primitive de f, toute fonction F
définiedans| telleque F’ =f.

S F est une primitivedef, onnoteraF:1 - R:x - _[f(x)dx

3.2. Existence et unicité

Existence
Théoréme : Toute fonction définie et continue dans un intervalle ouvert | y admet au moins une

primitive.

Unicité

1. Théoréme: S F et G sont des primitives d une méme fonction f définie dans un intervalle ouvert I,
alorslafonction F - G est une fonction constante dans .
Deux primitives F et G d’une méme fonction f sont ainsi égales a une constante additive pres; ce

guel’'onnote: F=G+ kouencoreF O G.

2. Théoréme: S F est une primitive de f aors pour tout réd k, lafonction F + k est encore une

primitive def.

Toute fonction définie et continue dans un intervale | admet donc, dans cet intervalle, une infinité de

fonctions primitives différant entre elles par une constante.
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3.3. Méthodes générales de primitivation

3.3.1. Primitivesimmédiates

Ikdx Ok X ou k est uneconstante

n+l

n X
Ix den+1 avec nOQ\{-1
IldeIn|x|

X

Isinxde—cosx

Icosx dx dsinx

J’ >—dx Otgx
cos” X

J’ 12 dx O-cotg x
sin“ x

dx
Harctg X
I1+ x?2 g

dx 1 X
J’ 5 L—arctg—
a‘+x° a a
J’ dx Oarcsinx
1-x?

J’exdx Oe*

a.X
Ina

Iaxdx 0 avec aldR; \{J

3.3.2. Primitivation par décomposition

Théoréme: Si f et g sont des fonctions définies et continues dans unintervalle ouvert |, si aet b sont

des constantes rédlles, alors [(alf (x) + b [g(x))dx Daf f (x)dx+ bf g(x)dx

Exemple

LY g [ XH2XH D [ g o f X g [ Ly
P T R P
5/2

3/2 1/2
=Jx3’2dx+2jx”2dx+j x V2 gy = X 2XT X

oo

=§x2\/§+gxxﬁ<+2\/§ +k
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3.3.3. Primitivation par substitution

Théoreme : Si g est une fonction définie et dérivable dans un intervalle ouvert |, si f est une fonction

définie et continue sur I'intervalle ouvert g(1), si F est une primitive def, alors:

[f(@0)Dg0dx O(F- g)x) D(If (t)dt)t:m )

Exemples
2% dt nt=3+
L [3+dex JT avec %dt=2xdx
=InOt0O
=In(3+x%) +k
2. j(x3+5)8x2dx=%J 0 +5)8 (3x) dx
1 O0t=x*+5
§It dt - avecy = 342

3.3.4. Primitivation par parties

Théoréme: Si f et g sont deux fonctions définies et dérivables sur unintervalle ouvert |, alors:

If (x) MDg(x)dx Of (x) LH(x) —IDf (x) [G(x)dx

Exemples
1. P = j X sin x dx
Posons f(x) = x O Df(x)=1
Dg(x) =sinx O g(x) =- cosx

On obtient : P, =-x cosx + I coSX dx =- X cosX + Sin X +k

2. P= I arc tg x dx

Posonsf(x) =arctgx O Df(x) =

1+x°

Dg(x) =1 O g(x) =x
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Onobtient:szxarctgx—Jﬁzdx:xarctgx—%ln(1+x2)+k
P3=Ix2ex dx
Posons f(x) = x* O  Df(x)=2x
Dg(x) = €' 0 g(x) =€
On obtient : P3=x2e?‘—2J x € dx. Dans cette derniére primitive, posons
f(x) =x 0 Df(x)=1
Dgx)=€ 0O gx)=¢
Finalement:P3=x2ex—2(xex—J g d)=xe-2xe+2e =X -2x+2)+k

P4=I cos( Inx) dx

Posonsf(x) =cos(Inx) O Df(x)=- sin(Inx)

X
Dg(x) =1 O gx)=x

OnobtientP4=xcos(Inx)+Isin(lnx)dx
Dans cette derniére primitive, posonsf(x) =sin(Inx) 0O Df(x) = %)I(n_x)

Dg(x) =1 0 gx)=x
P4=xcos(lnx)+xsin(lnx)-J cos(Inx)dx=xcos(Inx)+xsin(Inx)—P,

0 2P;=xcos(Inx)+xsin(Inx) etfinalement:

P4=§(cos(lnx)+sin(lnx))+k
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3.3.5. Primitivation par changement de variables

Théoreme : Si g est une fonction continue, dérivable, strictement monotone dans un intervalel, si f est

une fonction définie et continue sur g(1), alors:

[fooa 0 (ﬁ (9()Dg(t)ct)

t=g7(x)

Exemples

1. P = | A/1-x*dx
J

Effectuons le changement de variablesx =sint = t=arcsin x ;dx = cost dt
avecxd]—-1,1]ettO] —g,g[. On vérifiera que ce changement de variables vérifie

bien les hypotheses du théoréme.
On obtient :
P= J \J1-sin“tcostdt = j cos” t dt :% J (1 + cos 2t )dt (formule de Carnot)

:%(H%Z[): %(arcsinx+sin(arcsinx) cos( arc sinx) )

= % (arcsinx +x+/1—x%) + k (d' aprés les propriétés des fonctions cyclométriques)

dx
2. P=
? ﬁE\/2x-1-‘V2x—1

t'+1
X =
Le changement devariable2x—1=t* 0 O 2 ramene la primitive alaforme :
Oox=2tdt

P, = [7—dt 2F|j%+l+ﬁgdt (t+1)2+21n t-1]

=(1+ Y2x-1)?+In (Y2x-1-1)?+k
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3.4. Méthodes particulieres de primitivation

3.4.1. Primitivation defractionsrationnelles

Renarque prélimnaire

Nous supposerons, sans restreindre la généralité, que les fractions rationnelles sont irréductibles c’ est-

adire que le polyndme numérateur et le polyndme dénominateur n’ont pas de racine commune.

Définitions

Une fraction rationnelle est dite propre lorsgque le degré du numérateur est strictement plus petit que
le degré du dénominateur. Elle est dite impropre dans le cas contraire.

Les fractions rationnelles propres du type

. A

X—a
A

 OuKk est un nombre entier positif =2
(x—a
AX+B 5
M. ———— avecp” -49<0
X“+px+q
Ax+B . . ” 2
IV. -———— oukestunnombreentier positif >2 et p° —4q <0
(x2+px+q)

sont appel ées respectivement fractions simples destypesl, 11, 11, 1V.

Di vi si on euclidi enne des pol ynones

P(x
Théoreme: Si ﬁ est une fraction rationnelle irréductible et impropre, il existe un et un seul

Q(x)
polynéme M(x) et un et un seul polyndme R(x) dont le degré est strictement inférieur au
degré de Q(x) tels que : P _ M(x) + R(x)
- Q(x) Qx)

M(X) et R(X) peuvent s obtenir par I’ agorithme d' Euclide.
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Exemple
XC+2x*—x+3 x2-2
X2 +2x
2x°+ x+3 X+ 2
-2+ 4
X+7
Al XC+2x5—x+3 _ c+2+ X7
' X-2 B X2 —2

Déconposition des fractions rationnelles propres en fractions

si npl es

Théoréme : Tout polyndme G(x) de degré n peut se mettre sous laforme
G(X) = K(X - @%...(¢ - B)P(E + rx + 9)*...(¢ + ux + v)"
ou K est le coefficient du terme de degré n de G(X) ; a,...,b, 1, S,...,u, v sont des nombres
rées; a,..., B, 4,...,v sont desentiers positifstelsquea + ... + B+ + ... +v=n;

r’-4s<0,.., U*-4v<0.

Théoréme: Si G(x) = K(x - @)...(x - b)P(x% + rx + 9)*...(x* + ux + v)" , lafraction rationnelle

F(x)

irréductible et propre m peut étre décomposée de la maniére suivante :
X

F(X) _ Acx + Acx—l + + Al

G(x) (x-a)% (x-a)°? X-a
et +
+ B + Bp-1 +.+ By
(x-b)?  (x-b)P* 7 x-b
R, X+S, RaX+S,,4 - Rx+S;
(P +rx+9" (X2 +mx+9*t T xP+rx+s
et +
Ux+V, U, X+V,, . Ux+V,

(x*+ux+v)’ (X +ux+v)'™ T x®+ux+v
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Exemple

X%+ 2
(x+1)°(x-2)

Soit a décomposer lafraction en fractions simples. En vertu du théoreme

précédent, nous avons :

X2 +2 __A B . C D
(x+1)°(x=2)" (x+1)° " (x+1)* x+1 x-2

Réduisons les fractions au méme dénominateur et égalons les numérateurs. Nous trouvons :
X+2=A(X-2)+BXx+1) (x-2)+C(x+1)*(x-2)+D (x+1)° (*)
En identifiant les deux polyndmes, nous trouvons un systéme de 4 équations a4 inconnues :

0=C+D

El=B+3D
0=A—_B-3C+3D

[(b=-2a-2B-2C+D

Larésolution de ce systemedonne: A=-1;B =%; C:-%; D:%

On aurait pu également déterminer certains coefficients a partir des équations que I’ on obtient
del’ égalité (*) qui est uneidentité en x, en donnant alavariable x certaines valeurs
particulieres.

Ainsi, posonsx =- 1, noustrouvons3=-3 A ouA =- 1; posons x = 2, Nous trouvons

6=27D;D= % Si nous adjoignons a ces deux équations deux autres obtenues en égalant les

coefficients de méme puissance de x , nous aurons 4 équations a 4 inconnues pour déterminer
les coefficients ; on pourrait aussi écrire I’identité (*) pour 2 autres valeurs particuliéres de x et
ains trouver les valeurs des 2 autres constantes B et C.

Nous avons en définitive la décomposition :

X%+ 2 B S | 2, 2
(x+1)°(x=2)"" (x+1)° 3(x+1)7° 9x+1) 9(x-2)
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Primtivation des fractions sinples

A
I.J'X _adx OAInx -4

I A o A § Kzl

(x—-a) 1-k)(x-a

III.IZAX—Jrde Déln|x2+px+q|+ 2B-Ap arctg 2X+p
XTEpxtq 2 Jag-p®  4q-p’

|v.‘[—2AX+B —dx 02 - k_1+EB—ﬂg'—2 & ke
(X +px+0q) 2 (1-k)(x* +px+q) O 2Hdx +px+0q)

. dx dt p p? )
et,s l'onposel, O O avecx + —=t,dx =dt,g——=m",
P k I(x2+px+q)k J’(t2+m2)k 2 q 4

t 2k -3
Ik 2 2 2 k—1+ 2 k-1
2me(k =D(t“ + m°) 2m°(k -1
Ilﬂiarctgi
m m

Primtivation d une fraction rationnelle quel conque

L es primitives des fractions simples sont connues.

Une fraction rationnelle propre non simple peut se décomposer en une somme de fractions ssimples.
Laprimitivation d’ une fraction rationnelle propre non simple est donc la primitivation d’ une somme
de fractions simples.

Toute fraction rationnelle (supposée irréductible) impropre peut se mettre sous laforme d’ une somme
d’un polynéme et d’ une fraction rationnelle propre.

La primitivation d’ une fraction rationnelle impropre se décompose donc en une primitivation d’' un
polynéme et d’ une somme de fractions smples.
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Exemples

1.

_ X
Pl‘[ (x—1) (x+ 2
Ona X __ A B, C

(x—1)(x+1)* " x—-1 x+1 (x+1)°
Dol Xx=A (x+1)°+B(x-1)(x+1)+C(x-1)

N

En prenant x = 1 dans cette derniereidentité, ontrouve: 1=4A c' est-a-dire A =

N[

Enfaisant x=-1,ontrouve—1=-2C, c'est-a-direC =
Enfaisant x =0, ontrouve 0= A —B —C, C'est-a-dire B = %

ParconséquentP1=lJ . 1J dx +l[ o

4 | x-1"4 | x+1 2| (x+1)°
——In|x 1| In|x+1| ;+k
2(x+1)
_ dx
F)2_[x‘°’—1
ona—L_-_A , Bx+C

-1 x-1 XxX*+x+1

Dot 1=A(X*+x+1)+(Bx+C)(x—-1)

Enfaisant x = 1, on trouve A =%

En identifiant les coefficients de x* puis |es termes indépendants de x dans les deux

e no=A+B , .. - 1 _.2
membres de |'identit€, ontrouve g1 _ o _ ¢ cesI-a—dlreB—-?)etC—-3
, _1 dx 1 X+2
ParswtePg—B[X_l-BJXZJrXJrldx

1 1 2x+1 3
=§'”|X-1|'§§[m 213
PO 2) 45

1
:lln|x—1|-l %In(x +x+1)+ arcth(XjLz)H
3 3 R Y-

2x1

arctg=———
\/_

_1 12 \3
—3In| x—1|-6ln(x +x+1)-

10
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3.4.2.

4

_ X _ 2 1 0
3. Pg—[de—q]%+l+ (X+1) (x= 1)DCIX

:J x2dx+J dx+[(x—1()j%

Ona (X—liL(X+1):Xél +xEl

OnentireA:% et B:-%

Finalement P3=X§3+x+%[ x(ixl ) %[ X(jlrx1
EIETRRERNE S

Primitivation de fonctionstrigonométriques

[ R(sinx) cosx dx

[ R(cosx) sinx dx | ot R est une fonction rationnelle

Dans le premier cas, la substitution sin x = t transforme la primitive en une primitive d’ une fraction

rationnelle. Dans le deuxiéme cas, la substitution cos x = t conduit au méme résultat.

Exemple

- -3

sin® x
——dx
2+ cos X

Cette primitive se ramene aisément a une primitive du type j R(cos x) sin x dx . En effet,

sn®x . _ [sn’xsinx . _ l_coszxsinxdx
[2+cosx _J 2 + COS X _[2+cosx
Ocosx =t
Effectuons la substitution U et = - sin x dx
3
sin® x : .
[2+cosx dx =— J2+t FFE 2+ —2 2t+3|n|t+2|

=C0232X-2cosx+3ln|cosx+2| +k
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[ R(tgx) dx

Lechangement devariabletgx =t ;x =arctgt; dx = ﬁ dt transforme la primitive en une

1
1+t

primitive d’ une fraction rationnelle : I R(tg x ) dx =[ R(t) dt

[ R(sin x , cos x) dx ol sinx et cosX N apparaissent qu’ aux puissances paires

Nous emploierons le changement de variabletgx =t ; x =arctgt ; dx =ﬁd’[

car sin” x et cos” X peuvent s exprimer par des expressions rationnellesdetg x :

oS X = —ry—=—1T
1+tg°x 1+t

2 2

sn?x=—9 % =1

1+tgx 1+t

Apres avoir effectué ce changement de variable, nous obtenons la primitive d' une fraction rationnelle.

Exemple

d+X2' Effectuons le changement de variable t = tg x.

P 2—-9n°x

)
I}
—E- —

dt 1

dt = =—arctg—t=iarctg X0+ k
2+ L0 4 g [2”2 V27 T2 A2 %2§
Q+t0

[sinmxcos”xdx ) UmetnOdZ

* moun estimpalir.

On se ramene aisément al’ un des deux cas du « a»

Exemple

cos’X . _ [ cos’xcosX , _ [ (1—sin®x) cosx
[ — _[ — dx—[ —7 dx

sin® x sin” X sin® X
Posonssin x =t ; dt = cos x dx, hous avons :

3 2

cos’x . _[((@A-t)  _[d dad_ 1 1 _ 1 1

[sin“x dx—[ t* dt _[ t4_J 773>t T 3sn’x sSnx *+k

* met nsont des nombres pairs positifs

On utilise alors les formules de Carnot :
_ 1+ cos2x

. o5 1-—cos2x
coszx——2 e sin"x="—">—
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Exemple
1

I (1 - cos 2x)? dx =7

NN

j sin*x dx =

Z%%—S‘”ZH%j (1+cos4x) dx T2 By _gin oy + SO0,

0 4R

I (1-2 cos 2x + cos” 2x) dx

8 [

13

* s lesdeux exposants sont pairs et I'un d’ eux au moins est négatif, on utiliserala méthode

développée au point b.

[cosmxcosnxdx : [sinmxsinnxdx : [sinmxcosnxdx

On peut les calculer en utilisant les formules suivantes :

COS MX COS NX = % [ cos((m+n)x) + cos((m-n)x)]
sin mx sin nx :% [ cos((m-n)x) — cos((m+n)x)]

Sin mx cos nx = % [sin ((m+n)x) + sin((m-n)x)]

Exemple
. . _1 _sin2x sn8x
J sin5xsin3x dx =3 j (cos 2x —cos 8x) dx === -2
J R(sin x, cos x) dx ou R est une fraction rationnelle quelconque

On utilise le changement de variablet = tg% = X=2arctgt

X
295 5y
On aen effet : sinx = = >
l+tng 1+t
2
2 X
cosx—l_tg 2_1-t
B 2 X 1+t2
1+tg >
dx-—z2 dt
T1+t

ce qui transforme la primitive en une primitive d’' une fraction rationnelle :

2t 1-t*, 2
R(1+t2’1+t2)1+t

[ Resinx, cosx) dx :[ st +k
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Exemple

Considérons la primitive J i .
sinx

En vertu des formules précédentes, nous pouvons écrire

2

dX_|£1+t2 _[dt_ _ X

Jsinx_ > dt—Jt—In|t|—In g3 . +k
1+8

14
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3.4.3. Primitivation decertainesclassesd’irrationnelles

ﬁ[]R(x,«n /%g,_.., «S/% ) dx

En effectuant le changement de variable t*= ixx I g ouk estleppcmden,...
primitive a celle d’ une fraction rationnelle.
Exemple: 4] 3@dx
Of=x+4 - x=t°—4
POSDnSDdx 2t dt
2
On obtient : 4] l@dx =2[ t2t_4dt

of o =2+ -kl

=2t+2In0t-20-2In0Ot+20

=2 \/x+4+2In }\/x+4—2D—2InD\/x+4+2D +k.

[ R(x,\ax*+bx+c)dx| aecaz0

1)
Posons~/ax? + bx + c=1/ax +1.

Alors: ax® +bx + c = ax® + 2+Jax t+t ;

t?—c t“—c
=———= aqfad
X b—2+/at A +bxres \/_ab 2\/_at

,S 0N ramene cette

15

Puisque\/ax2 +bx+c, x ,dx sexpriment par desfonctions rationnelles det, la primitive

recherchée est ramenée a une primitive d’ une fraction rationnelle.

Exemple: o
' %] XCHx+1

Posons\/x“+x + 1 =x +t.

2
Onobtient: x2+x+1=x2+2tx+1 0 x =+ 1

1-2t
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2 2 2
s 2 =1, —tP+t-1 _2(=tP+t=2
Dou.x+x+1—1_2t+t— - e dx = ) dt.
dx 1
Alors: H——=—= =2 | ——= dt =
4] X +x+1 [ 1-2t
=—InO1-2t :—InD2x+1—2\/x2+x+1D+k

2) etp>0
On démontre facilement que le trinbme peut s écrire :
aC+bx+c=k (B*—(x+a)’),k>0etB>0.
Il suffit deslorsde poser : x +a=p gnt.
Onaadors:dx=Pcostdt et \/mzkﬁ 1-sint=k cost.
La primitive demandée se raméne ains & une primitive d’ une fonction trigonométrique.

Exemple : I \[3=2x—x% dx

Ona:3-2x—-x’=4—(x+1)>.

H — x+10
PosONS - Dx+1 29ntd t= arcst2 0
Hdx = 2 cost dt

Alorsz/ 3—2x—x? =2 A/1-sin°t =2 cost.
D’oU:J \3=2x—x* dx =4 I cos’t dt =2 I (1 + cos 2t) dt

FHI0, ,x*10 [ x+ip
020°02 0V 020

_ Xt 1D BHlEL
—2arcsmDZ D D2 D\/3 2X—x° +k.

=2t+sn2t=2t+2sntcost=2arcsn




Primitivation

3.5. Exercices de primitivation

3.5.1. Primitivation par décomposition

1 F}j\/_ J4£)d
2. &%Hs—%dx
0 A0
3, F}]@T X\/;(+2§dx

3.5.2. Primitivation par substitution

5x .
4. J e dx 19, [ So5X 4
sin’x
_— |
5 ———=dx
| 37 20. [ 2 ax
_— |
> 1x x 21 IR dx
1 oo xtgx-1
7. Sox dx ” In(x+1 N
) ' x+1
8. J tg x dx .
3 COS X
9. J cotg(5x-7) dx "B osnx 11
1 [ Sin2X
10. d 24, —==dx
J cotg 3y y I \/m
11. [ tgx sec® x dx [ sin2x
J 25. (1+cos 2x)°
12, J (cotg €) € dx
tgx +1
26. [:I dx
13. Flj %g 4x — cotg —Ddx ] cosXx
27 COS 2X dx
14. J sin®x cos x dx | (@2+3sn2x)?
15. J cos’® X sin x dx 28, & sin 3x
3
16. J AX*+1 x dx | \cos 3X
« 2, [ In2
17. ax X
F}] \[23%+3
2 20, [, acs n2x
18, F}] —X— o 1-x
X“+1
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18

31, [ EAIX 4y

1+x

2 [' aACCOSX

N

33, | —9—""“:1‘1’;2 X dx

[ X
34. e dx

X+1

| v ®

[ COS X
36. | 2gnx +3 X

37, [ L
X In x

dx

38. J 2x (x* + 1)* dx

39.['”X‘1dx

X In x

40. J X4)i 1 dx

41. j X (2x+3)™ dx
42. J tg” x dx

43. [ Ix (2x+1)? dx

3x+1
44, dex

45, J tg* x dx

3.5.3. Primitivation par parties

61. [ x € dx
62. [ xInxdx
63. J X sin X dx
64. J In x dx
65. J arcsin x dx
66. J In(1-x) dx

67. J X" In x dx

46. |
47. |
48
49,
50. |

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58,
59. [

60. |

68.
69.
70.

71.

72.

73.

1
(1+x2) arctg x o
1
cogzx(3tg X +1) dx

_9_
| cos’ X dx

1
———dx
& A/ 1-x* arcsin x

COS 2X
2+3sin 2x

[ cog( In X) dx

dx

I cos(ax+h) dx

I e dx

I e"* cos x dx

| 3¢

[ (€ +a)
j g (x+2) dx

[ (@ —=Db9
b X

eX
3+4¢€ 3rag &

€

e &
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74. J X COS* X dX 79. [ In(x +~/1+) dx
75. 20X gx 80.  arc sin x === dx
\1-x (1-x9)
X arctg x 8L [ x?e®dx
76. J KQT?_—)Q dx
82. [ & cosxdx
77. J x arctg\[x*—1 dx
78. _arcszn X dx
X
3.5.4. Primitivation de fractionsrationnelles
. 2 .
X°-5x+9 1
83. ZExt6 dx 97. il dx
I 1 I 1
84. (X+l)(X+2)(X+3) dx 98. NIV dx
 2x%+41x-91 1
8b. (X'l)(X+3)(X-4) dx 99. (1+X2)2 dx
[ 5XC+2 3x+5
86. G5+ Ax dx 100. (X2+2X+2)2 dx
87. [ —L— dx 101, [ ——b——dx
Tl x(x+1) ' (X+1)(x“+x+1)
. 3 3
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88. B % dx 102. m dx
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89. 12X 8 dx 103. 1) (x2) dx
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91. (X2-3X-10)2 dx 105. X3-4X dx
C 2x3 x*
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X+x+1 1
93. X(X2+1) dx 107. (X'1)2 (X-2) dx
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X X-8
94. 1 dx 108. Cax dx
( 1 3x+2
o5. (X2- 4x+3) (X2 T4x+5) dx 109. w dx
. 1 X2
96. il dx 110. W dx
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112.

113.
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3.5.5. Primitivation defonctionstrigonométriques
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tg® x dx

cotg® x dx

cotg® x dx

sec® x dx
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cos14 x
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sin’x
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sin X Sin 3x dx

€0s 4x cos 7x dx
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1 dx
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—z—z(x 2) dx
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1
(-X) (X°-x+1)*

1

dx

4-5sin X

1 dx

sin X
dx

COS X

1+ cosx

sin 2X dx

dx

(1+cos” x)°

dx

sin® x + tg” x

: 2
sin‘ x
dx

dx
POy

SIN” X COS™ X

dx
~ 5. 30

SIN™ X COS™ X

b singe)

Sin X COS X

X X
(t92§+ tg“z) dx
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sin°x \fcosx dx
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x
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152, FIE dx

A\/Sin X cos’ x

3.5.6. Primitivation d’irrationnelles

JL 161 ([ dx
153, J&Wﬂdx C Pxfzex =i
154 de [ XX’ —4x 4
4 . )
? 6 /x 163, []@ dx
3 J
155, & 2+ dx L6 dx
e s e
156 FIE [L=x  dx 165. [ \2x—x* dx
) 1+x X
dx
166. — =
157. FIE i_x & F}]X‘ -1
+ X X
167 dx
158 ﬁﬂx* X dx | (01X
1A + 4 P S T

XA/1+ X+ X°

L

159, FIE« s
169

160 _dx
' FPX\/XZ—X+3
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